ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА  № 1
Тема работы: Основные понятия регрессионного анализа. Выбор уравнения регрессии по методу наименьших квадратов.
Цель работы: Изучить метод наименьших квадратов и получить практические навыки составления уравнений регрессии по опытным данным с использованием данного метода.

Основные понятия регрессионного анализа
В результате проведения эксперимента получают некоторое множество значений отклика (выборку) на воздействие одного или нескольких факторов. Имея только такую выборку, трудно определить характер и степень влияния варьируемых факторов на выходную величину. Нужно найти функцию y = f(x), график которой как можно лучше приближается к полученным в эксперименте значениям отклика.

Регрессионный анализ заключается в построении функциональной зависимости y = f(x) между двумя группами числовых переменных xi и yi (i=1, 2, …, n). С помощью регрессионного анализа создается математическая модель объекта или явления на основе эксперимента, где yi – предсказываемые значения отклика на воздействия факторов xi.
функция y = f(x), принимаемая в качестве регрессионной модели, может иметь вид многочлена любого порядка (y=mx+b, y=ax2+bx+c и т.д), экспоненты (y=aekx), тригонометрического многочлена и др., но в любом случае она отражает данное явление с некоторым приближением. На основе опытных данных определяются значения постоянных коэффициентов в математическом выражении функции (a, b, c, k, m и др.) называемые коэффициентами регрессии.
Вследствие случайных воздействий на изучаемый процесс или явление при повторе эксперимента значения откликов на воздействия одинаковых факторов будут различными. Предсказываемые значения yi также будут отличаться от рассчитанных результатов.
Рассмотрим случай варьирования единственного фактора X. Предположим, что эксперимент состоит из N опытов,  в которых варьируемый фактор х принимает значения х1, х2, …, хn. Выходная величина принимает значения g1, g2, ..., gn соответственно. Представим зависимость, полученную экспериментальным путем графически. В таблицу Excel введем исходные данные, по которым построим точечную диаграмму (рис. 1). По оси абсцисс отражены значения фактора xi, принимаемые им в опыте, а по оси ординат – соответствующие значения выходной величины gi (точки). Щелкнув правой кнопкой мыши по одной из точек диаграммы и выбрав вид функции (например, полином второй степени, как показано на рисунке), добавим линию тренда (более подробно работа с этой процедурой будет рассмотрена ниже). Получаемое графическое отображение зависимости функции y=f(x) от варьируемого фактора представлено на рис. 1 в виде параболы. Уравнение параболы отображено на диаграмме.
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Рис. 1. 
Рис. 1. Зависимость функции y=f(x) от варьируемого фактора.

Значениям факторов хi соответствуют величины отклика gi и расчетные значения yi. Отклонения опытных значений выходной величины от полученных по уравнению регрессии определяются 
как (рис. 2):
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Рис. 2. Отклонения опытных данных от полученных по уравнению регрессии.
Как видно из рис. 2, отклонения могут иметь разные знаки. Далее вычисляется сумма квадратов отклонений: 
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Величины отклонений возведены в квадрат для того, чтобы их различные знаки не привели к взаимному компенсированию.
В основе регрессионного анализа лежит процедура поиска и оценки точности найденных коэффициентов регрессии. Метод наименьших квадратов (МНК) – один из методов регрессионного анализа. Его  используют при обработке результатов эксперимента для получения лучшей регрессионной модели. Идея МНК заключается в том, что регрессионная модель лучше усредняет опытные данные, если ее сумма квадратов отклонений меньше таких же сумм других регрессионных моделей, т.е. при сравнении регрессионных моделей необходимо минимизировать сумму квадратов отклонений:
Ф
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Самой простой регрессионной моделью является линейная зависимость вида:
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где 
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- величины, представляющие факторы.
Применение линейных моделей дает приближенное представление о влиянии факторов на объект, и их целесообразно использовать в следующих случаях:
1) на начальных этапах исследования;
2) при жестком ограничении количества опытов;
3) в ситуации, когда экспериментатор уверен в адекватности линейной модели.
В лесной промышленности на результаты оценки большинства операций оказывают влияние многочисленные факторы. Однако степень их влияния далеко неравнозначна. Поэтому, с целью упрощения аналитического выражения, проводится ранжирование факторов и наименее значимые из них отбрасываются. Ранжирование факторов производится по известной методике [1] и здесь не рассматривается. Для получения информации об объекте, способах управления и оптимизации используются модели в виде неполного степенного многочлена с несколькими варьируемыми факторами.
Модель в виде неполного многочлена третьего порядка с тремя варьируемыми факторами имеет вид:
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Регрессионная модель, построенная по результатам эксперимента, позволяет рассчитать значения отклика в разных точках области варьирования факторов. 

Рассмотрим пример экспериментов по сравнительному анализу эффективности торможения. Исследования проводились при одной и той же скорости начала торможения (40 км/час) автомобиля малого класса (ВАЗ) на горизонтальной дороге.

Рассчитываемые параметры определяются по следующим формулам [2]:
для горизонтальной дороги основной показатель эффективности торможения  – установившееся замедление, определяется как:
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где Р1 – давление на грани блокирования колес передней оси, (Па);  Р2уст    – установившееся давление в приводе задних тормозов, (Па);  Ма – полная масса автомобиля, (кг); ΣВ1, ΣВ2 – комплексные параметры тормозных механизмов, (м2):
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(7)

где F1 , F2  – площади рабочих цилиндров переднего и заднего тормозных механизмов; rД – средний радиус трения переднего тормозного диска; rБ – радиус барабана заднего тормозного механизма; rk1 и rk2 – радиусы передних и задних колес; kэ1  = μ –  коэффициент эффективности дисковых тормозных   механизмов; 
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 – коэффициент эффективности барабанного тормозного механизма с односторонним расположением опор; μ – коэффициент трения; η1, η2 – к.п.д. тормозных механизмов (переднего, заднего).

Давление на грани блокирования колес передней оси на горизонтальной дороге определяется по формуле:
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(8)

где Gn – полный вес автомобиля, (Н); φ – коэффициент сцепления шины с дорогой; b – координата центра масс (ц.м) по горизонтали; h –координата ц.м. по высоте; Р΄о – давление срабатывания регулятора тормозных сил (РТС); Δp1, Δp2 – давления, необходимые для преодоления усилия стяжных пружин и сил трения тормозных механизмов; WД – динамический коэффициент преобразования РТС; 
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 – соотношение комплексных параметров тормозных механизмов по осям.

Давление срабатывания РТС определяется по формуле:
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Установившееся давление в приводе задних тормозов:



[image: image18.wmf](

)

Д

Д

o

уст

W

P

W

P

P

×

+

-

×

¢

=

1

2

1

,





(10)

где Рпр – усилие сжатой пружины РТС; СТ – жесткость торсиона; βст – статический угол закрутки торсиона; Δβ – угол раскрутки торсиона при срабатывании РТС; F3 – площадь поперечного сечения поршня РТС;  γТ –передаточное число плеч упругого элемента.
Так как торсион РТС включен между подрессоренной и неподрессоренной массами автомобиля, то текущее значение угла раскрутки торсиона определяется по выражению:
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где  ΔR΄2i – изменение реакция на задней оси автомобиля; С2п– суммарная жесткость задней подвески;  lТ– длина рычага торсиона.
В табл. 1 представлены расчетно-экспериментальные данные эффективности торможения в зависимости от величины усилия нажатия на педаль тормоза (Рп) при полной и частичной нагрузках автомобиля.

Таблица 1
Таблица 1
Эффективность торможения при полной и частичной нагрузках автомобиля в зависимости от  величины давления на педаль тормоза.

	Усилие нажатия на педаль тормоза, Рп (Н)
	Эффективность торможения (jуст) при нагрузках:

	
	полной
	частичной

	100
	2,99
	3,23

	110
	3,04
	3,28

	115
	3,19
	3,38

	120
	3,28
	3,55

	125
	3,45
	3,69

	130
	3,51
	3,92

	135
	3,75
	4,04

	140
	3,83
	4,16

	145
	3,93
	4,38

	150
	4,00
	4,46

	155
	4,15
	4,6

	160
	4,29
	4,77

	165
	4,57
	4,89

	170
	4,66
	5,02

	200
	4,68
	5,04


Показатели эффективности торможения в зависимости от величины коэффициента сцепления шины с дорогой (φ) при полной и частичной нагрузках автомобиля представлены в табл. 2.
Таблица 2.
Эффективность торможения при полной и частичной нагрузках автомобиля  в зависимости  от  величины коэффициента сцепления шины с дорогой.
	Коэффициент сцепления

шины с дорогой, φ
	Эффективность торможения (jуст) при нагрузках:

	
	полной
	частичной

	0,20
	1,75
	1,99

	0,25
	1,77
	2,07

	0,30
	2,27
	2,39

	0,35
	2,6
	2,8

	0,40
	2,96
	3,37

	0,45
	3,34
	3,64

	0,50
	3,91
	4,18

	0,55
	4,37
	4,66

	0,60
	4,65
	4,99


По данным экспериментов построим регрессионные модели зависимостей эффективности торможения от трех параметров: нагрузки автомобиля, коэффициента сцепления шины с дорогой, усилия нажатия на тормозную педаль.
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Рис. 3. Точечная диаграмма зависимости установившегося замедления от давления на тормозную педаль при частичной нагрузке.
Как видно из диаграммы, рис. 3, левое крайнее значение замедления несколько выбивается из общей закономерности. Это можно объяснить тем, что при давлении на педаль силой 100 Н тормоза автомобиля не полностью сработали. Правое крайнее значение замедления также несколько выбивается из общей закономерности, что происходит вследствие блокировки колес.
Отбросим первую и последнюю точки и подберем уравнение регрессии для оставшихся значений установившегося замедления.
Разместим исходные данные на листе Excel в колонках А и В, как показано на рис. 4.
Построим точечную диаграмму и добавим линии тренда в виде полиномов первой и второй степеней.
По линейному уравнению регрессии (рис. 5) получим ряд значений функции (рис. 4 ячейки С2:С13).
Для каждой строки таблицы вычислим разности между значениями опытных данных 
(столбец В) и значениями функции (столбец С), результат вычислений располагается в ячейках D2:D13  (рис. 4).

В ячейке D14 рассчитываем сумму квадратов отклонений с помощью функции СУММКВ(D2:D13).

Повторяя те же шаги,  но для столбцов B, E и F, в ячейке F(14) получим сумму квадратов отклонений для уравнения регрессии в виде полинома второй степени.
Так как Ф1 ≈ Ф2 (см. рис. 4) следуем правилу: если две функции по оценке МНК  практически равнозначно аппроксимируют данные эксперимента, принимаем в качестве математической модели более простую функцию. Таким образом, в качестве уравнения регрессии установившегося замедления принимаем функцию y = 0,03∙x – 0,0336.
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	Pi
	jуст
	f1(x)
	δi
	f2(x)
	δi
	

	2
	110
	3,28
	3,2664
	0,0136
	3,2499
	0,0301
	

	3
	115
	3,38
	3,4164
	-0,0364
	3,41265
	-0,03265
	

	4
	120
	3,55
	3,5664
	-0,0164
	3,5729
	-0,0229
	

	5
	125
	3,69
	3,7164
	-0,0264
	3,73065
	-0,04065
	

	6
	130
	3,92
	3,8664
	0,0536
	3,8859
	0,0341
	

	7
	135
	4,04
	4,0164
	0,0236
	4,03865
	0,00135
	

	8
	140
	4,16
	4,1664
	-0,0064
	4,1889
	-0,0289
	

	9
	145
	4,38
	4,3164
	0,0636
	4,33665
	0,04335
	

	10
	150
	4,46
	4,4664
	-0,0064
	4,4819
	-0,0219
	

	11
	155
	4,6
	4,6164
	-0,0164
	4,62465
	-0,02465
	

	12
	160
	4,77
	4,7664
	0,0036
	4,7649
	0,0051
	

	13
	165
	4,89
	4,9164
	-0,0264
	4,90265
	-0,01265
	

	14
	
	
	Ф1 =
	0,0110
	Ф2 =
	0,00930
	


Рис. 4. Сравнение уравнений регрессии в виде полиномов первой и второй степеней с помощью метода наименьших квадратов.
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Рис. 5. Линии тренда в виде полиномов первой и второй степеней,  добавленные к точечной диаграмме установившегося замедления.
Повторим наши действия для построения регрессионной модели зависимостей эффективности торможения от величины коэффициента сцепления шины с дорогой.
[image: image22.emf]1,5

2

2,5

3

3,5

4

4,5

5

5,5

0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6 0,65


Рис. 6. Точечная диаграмма зависимости установившегося замедления от величины коэффициента сцепления шины с дорогой.

Порядок выполнения работы:

1. В ячейки электронной таблицы Excel ввести данные индивидуального задания.

2. По строкам таблицы вычислить среднее из трех повторностей эксперимента.

3. По столбцу средних значений построить точечную диаграмму.

4. Добавить к точечной диаграмме линию тренда, использовав для этого предлагаемые в диалоговом окне варианты.
5. По формуле, полученной в результате добавления линии тренда (рис. 1), вычислить значения функции  yi, соответствующие значениям факторов хi.
6. Для каждой строки таблицы вычислить разности между значениями выходной величины gi и значениями функции  yi: 
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7. Вычислить сумму квадратов этих разностей 
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8. Повторив действия по пунктам 4, 5, 6,7 для разных линий тренда (понижая или повышая порядок функции), получить соответствующие этим функциям суммы.
9. Из полученных сумм Ф1, Ф2, …, Фк выбрать наименьшую, соответствующую ей функцию принять за регрессионную модель. При этом следует помнить, что число повторов в эксперименте должно быть больше, чем количество коэффициентов в функции регрессионной модели.
10. Повторите действия по пунктам 1-9 для второго индивидуального задания.
Составление отчета. Отчет составляется в соответствии со следующей структурой:
1. Цель работы.
2. Постановка задачи: что дано, что требуется определить.
3. Таблица варианта задания.
4. Уравнения линий тренда, использованные для выбора уравнения регрессии.
5. Сведенные в таблицу результаты расчетов в Excel.
6. Анализ полученных результатов. Выводы и предложения.
При защите и сдаче преподавателю лабораторной работы студент должен уметь отвечать на контрольные вопросы, знать смысловое назначение цифр и буквенных обозначений в отчете по лабораторной работе.
Контрольные вопросы.
1. Для чего применяется МНК?

2. Расскажите порядок выполнения лабораторного задания.
3. По какому критерию вы выбирали функцию y = f(x), график которой как можно лучше приближается к точкам ваших опытных данных?
4. Как соотносятся количество коэффициентов в функции регрессионной модели и число повторов в эксперименте. Для чего еще увеличивают число повторов в эксперименте.
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